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WuBepauja ca nearpom O 1 HONYIPEUHUKOM T je Ipecinkasame Yo, : E*\{O} — E?\{O} roje
raukn X # O npuapy:xyje Tauky X* taksy ma: X* mpumana moxynpasoj OX, u OX-OX* = r2.

WuBepsuja je uaBOMynUja, TO jecT Yo, © Yo, j€ MOCHTUUKO IPECINKABAKC.

durcHe Tauke npu uHBEp3Uju cy tauke kpyra k(O,T), OOK ce Tauke y yHYTPAIIHOCTH KPyra
CIMKAjy y TauyKe M3BAH KPyra, a Tauyke U3 CIOJLANIKLOCTUA Y TAUKE Y YHYTPAIIHOCTU KPyTa.

Heka cy A* u B* cnuke tadaxka A u B upu naBepsuju Yo . llomro je LZAOB = ZB*0OA* n
OA _ OB* 0A*

o8 = 6a+» Tpoyrnosu AOB u B*OA* cy cnuunnu, nakne A*B* = 55 - AB, omHocHO

2 * *
pop_ T ap_ OA0B"

~04-0B z AP (1)

W3 ucre camuyroctu nobumjaMo u GOpMyIIy
ZOA*B* = ZOBA. (2)

IIpaBe u KpyroBu ce mpu MHBEP3UjU CJIWKAjy Y NMpaBe W KPYyroBe, WM TO: IIpaBa Ce CIUKA Y
IpaBy aKO M CAMO aKO CAIPKU IEHTAD WHBEp3Uje, MHAYUE CEe CJIUKA y KPYL; KPYr Ce CIuKa Y
mpaBy aKO U CaMoO aKO CAIP:KU IEHTAp WHBEp3Uje, MHAUE Ce CIUKA Y KPYT.

Hanomewna: Axo ce kpyr k mpu MHBepP3Uju 1 IpecinkaBa y Kpyr k*, To He 3HAUU 14 Ce HEroB
IIEHTap IIPU MCTO] WHBEP3UjU MPECIUKaBa y IeHTap Kpyra k*!

Kpyr | ce npm maBep3uju Yo, npeciukasa y cebe ako U caMO akKO je HOPMaJiaH Ha KPYT
k(O,r) y omHOCY Ha KOju ce Bpumm mHBep3uja, uau ako je | = k(O,r).

WMuBep3uja je KOHGOPMHO IPECIUKABAKE - uyBa yriaoBe m3mehy npasux uaum kpyrosa (u
ommruje, uamehy Ouio Koje aBe KpuBe JMHUjE).

Axro ce kpyr k mpu wmaBep3uju ¥ ca nearpom y O mnpecaukaBa y Kpyr k¥, omma mocroju
xoMoTeTHuja ca mearpoMm y O Koja mpeciukaBa Kpyr k y Kpyr k*.

1. IlaTa cy 4eTwpu Kpyra Tako Ia CBAKHM IOIWPYje Ta4vHO IBa mara Kpyra. llokasaTu ma ce
YeTUpHU NOAOWPHE TAUKe Hajla3e Ha jeTHO] IPaBOj WUIN KPYTY.

2. Hatu cy kpyroBu ki, ko, k3, ky. Hexra ce k; u ko cexy y Ay n Ay, ko u k3 y By u B, k3 n
kyy CiuCy, kyukyy Dy u Dy. Ilokasaru ma, ako tauke Ay, By, Cy, D, nexe Ha jennoMm
Kpyry Wiu npaBoj, oHga u taure As, By, Cy, Dy jeske HA jeJHOM KPYTy WK IIPABO].

3. OmpenuTu reoMeTpUjCKO MECTO Tavaka JOAUpPa MapoBa KPYroBa KOJU HOIUPY]y CTpaHe
maTor yria y gatuMm taukama A u B.

4. Isa kpyra, I'1 u I's, koju ce cexy y Tauku A, nomupyjy kpyr (uau npasy) S; y Taukama B
u C1,a kpyr (unu npasy) Se y Taukama Bs u Cy, npu yemy je nomup y By u Cy uctu xao
y By u C1. Iloraszatu ma ce Kpyrosu ommucanu oko tpoyrioBa ABi1Ci; u AByCy nomupyjy.

5. Tauke A, B, C nexke Ha jemHoj mpaBoj, a Tauka P He mpumana Toj npaBoj. Jlokazartu
na tavyka P m meHTpu KpyskHUNa onucanux oko tpoyriaoBa ABP, BCP u CAP nexe Ha
jemHOj KDY KHUIIN.

6. Ilorkazaru ma Ojunepos kpyr Tpoyriaa ABC momupyje ynucaHu U MPUNKCAHE KPYTOBE OBOL
TpOyTJa.
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. (TTomomejesa vejennarocr) okazatu na 3a npoussosne tauke A, B, C'; D y paBHu Basku

AB-CD+ AD - BC > AC - BD.

IlokazaTu ma jemHAKOCT Basku ako u camo ako tauke A, B, C, D cBe npunanajy mcrom
Kpyry Wiy npaBoj, npu yemy map tavaka A, C' menu map B, D.

. Heka je ABC Tpoyrao ca momyobumom s. Omabepumo tauke D n E wa npaBoj AB 3a koje

je CD = CFE = s. lokasaru na kpyr onucan oko CDFE nomupyje CIojba IPUIKUCAH KPYT
kox crpane AB tpoyraa ABC.

. Ha nyswu AC marta je tauka B u nan nyskuma AB, AC, BC ka0 npeynunuMa KOHCTPYUCAHU

Cy TOJNYKPYTOBU W, Wi, ws ca ucte crpane npase AB. KoucTtpyumumo HU3 KpyroBa Ha
caenehu mHauuH: Kpyr ki momupyje w, wi, ws, a Kpyr k,, 3a n > 2, moaupyje Kpyrose w,
w1, kn_1. Axo je r, moaympeunur kpyra k,, a d, pacrojame meHTpa Kpyra k, oI mpase
AB, mokazaTu Ja 3a CBaKO 1 BaKU

d,, = 2nr,,.

Ilat je tpoyrao ABC u y meroBoj yHyTpammocTu Tauyka M Taksa na je
JAMC — ZABC = ZAMB — ZACB.

Hoxrasaru na je BM/MC = BA/AC.

(UMO1997.upennor) Hera je A;AsA; HejeTHAKOKPAKM TPOYrao €4 HEHTPOM YIMCAHOT
kpyra v I. Heka je C;, i = 1, 2, 3, mamu kpyr kpo3 I taurentan Ha A;A;11 u A; Ao
(cabupame unmekca ce Bpmu o Moxyay 3). Herka je B;, i =1, 2, 3, npyra Tauka npeceka
Cit1 u Ciyo. Horazaty na cy HeHTPU OIMCAHUX KPyrosa tpoyriuosa A1B1l, AsBsl, AsBsl
KOJIMHEADHU.

Y tpoyray ABC koju Huje jemHakocTpanudal, ynucanu Kpyr momupyje BC, CA, AB y
raukama M, N, P. Jloka3artu ma Cy OEHTPU OIMMCAHOT U yHOHUCAHOT Kpyra Tpoyriaa ABC
u opronenTap tpoyraa M N P ronuHeapHU.

Ha mysxku AB y3zera je tauka C. Ham AB u AC cy ronctpyucanu nmoaykpyrosu k, [ ca
ucre crpane npase AB, m Kpyr w Koju momupyje Kpyr |y Tauku T, kpyr k u HOpMAIY
noByueny y C uwa AB. Ilokaszatu na je BT taurenta Ha .
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. Oszmaummo mate Kpyrose ca ki, ko, k3, kg, a muxose momupue taure ca A = ki N ko,
B=kyNks, C=k3Nky, D=FkyNk;. Nasep3ujom ca nearpom y A, xpyrosu k; u kg ce
caurajy y npase ki u kj. Ilomro k1 m ke Hemajy mpyry mpeceuny tauky ocuMm A, mpase
kT u k3 cy mucjyuxTHe, omHOCHO mapaJsentne. Kpyrosu ki u kj ce momupyjy y tauxu C*.
Ako ca S3 n Sy o3HauUMMO neHTpe Kpyrosa ki u kj, Bumumo ma je £LD*S;C* = ZB*S;C*
u D*S} = C*Sy, B*S; = C*S3, makne rpoyranosu C*D*S; u C*B*S3 cy caudHu, OTakiIe
JIaKO 3akKmydyjeMo ma cy B*, C*, D* ronuneapHe Tauke, OJHOCHO (IIOHOBHOM IPUMEHOM
unnBepauje) A, B, C, D nexe Ha UCTOM KPYry/IpaBoj, 3aBUCHO OX TOra Aa Jju Taduka A*
npunaga npaBoj Ha Kojoj aexke B C*) D*. [

. IIpumenumo unaBep3ujy ca nearpom y A. Kpyrosu k; u k4 ce cnurajy y npase ki u kj, Koje
ce cery y tauku A} = k¥ Nk;. Kpyrosu ke u ks ce ciaukajy y kpyrose ki u k3. npasa ki u
kpyr k3 ce cexy y Taurama B* u B, kpyr k3 u kpyr k3 y taukama C* u C7, a kpyr k3 n
npaBa kj y taukama D* u D]. TBpbeme 3anaTka, UCKa3aHO y WHBEP3UBHO] CJIMUIM, [VIACU
ma cy Tauke B*, C*, D* ronureapHe ako u camo ako cy tauke A}, By, C}, D} Ha mcroMm
kpyry. Tauxke B*, C*, D* cy xonuHeapHe ako U caMo ako je ZB*C*C}+£D*C*Cy = 180°,
a A}, B, C7, Df cy Ha ucroMm Kpyry ako u camo ako je ZA}BfCT + LA;DiCT = 180°.
Am £B*C*CY = 180° — £LB*BfCY = LA B{CY, u ananoruo £LD*C*Cy = £LC; D} A}, na cy

ropwmu ycaosu mehycobHO ekBuBajeHTHU. []

. Tpaskeno reomMeTpujcko MecTo Tadaka je yuuja nsa kpyra, k(A,B,M) u k(A,B,N), rue
cy M n N raure npaBe BS takse ma MS = NS = AS, a S je reme yruia.

IToxkaz: Tlpumenom uuBep3uje ca nmeatpoMm y A, nobujamo caenehu 3anarak: Hare cy tpu
HerosuHeapue tauke A*, B* u S*. Kpyr oapebhen tum Tpuma Taukama ozmauumo ca b*, a
npaBy A*S* ozmaummo ca a*. OgpenuTu TeOMETPUjCKO MECTO Tavaka AOOUjeHUX Y IIPECEKy
Kpyrosa [* u mpasux k*, ako je k* || a* u k* je tamrenra kpyra [*. Cana IMPEKTHO BUAIUMO
[a je OBO T€OMETPUjCKO MECTO Tadaka yHuja mpasux B*M* u B*N* tme cy M* u N*
Tauke Kpyra b* Koje ce Hajaze Ha jemHako] ymasenHoctu om A* m S*. [J

. IIprmenumo unBepsujy ca nearpom y A: xpyrosu I'y u I'y ce npecnukasajy y npase I'j u
I koje ce cery y tauku A (rme je Ay mpyra Taura npeceka kpyrosa I'y m I's). Ilomro
kpyrosu ST, S5 momupyjy mpase I'7, I'5, m u3 ycnosa matux o mommpuma Kpyrosa I'; m S,
3aKByUyjeMo ma cy Kpyrosu ST, S; ynucanu y uctu yrao oxpeben npasama I'f u I'5. 3aro
cy xomoretnunu y omuocy Ha Aj, ma je m BiCY || B5C5. Canma BuamMo ma ce Kpyrosu
AB1Cy n AB3Cy momupyjy y Tauku A, jep kKana Ou nMaJiu jOIl jenHy mpecedny Tadry M,
npase B{Cy n B5C5 6u ce cekne y tauku M*. [J

. Hera cy C1, Ay, By Ttauke mujamerpanno cynporHe tauku P y kpyrosuma PAB, PBC,
PCA. Xomorerujom ca mentpoMm y P u roedpunujenTom 2 youaBaMo Aa je HOBOJLHO na
nokaskemo na cy tauke P, Ay, By, Cy xouumkiauune. MuBep3ujom ca nenrpom y P, Tauke
A, B, C ce npecauraajy y tauke A*, B* C*, taxse ma cy P, A*, B*, C* konukiuyhe.
ITomro je LB*A;P = LA BP = 90°, rauka A} je momuoxje HopMmase u3 P ma npasy B*C*.
Amnanorno, tauke B, C] cy nmommoxja mHopMmana w3 P ma mpase C*A*, A*B*. Tpeba
nokaszatu ma cy Ai, BY, C7 ronumeapue. Anu ome ympaso oxpebyjy CumconoBy mpasy
tauke P y omuocy ua tpoyrao A*B*C*, jep P mpumama Kpyry OIMCAHOM OKO TPOYTJIa
A*B*C*!' O
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. Horaskmmo ma OjnepoB Kpyr moaupyje ymucanu Kpyr k u mpumnucanu Kpyr k, OIPUIACAH

macupam temena A. Osmauumo ca A;, By, Cy cpemumra crpanuna BC, CA, AB. Hexka
cy By u (5 mauke cumerpuune taukama B u C y OmHOCY HA YHYTDAII®HY CUMETPAIY
yraa ZBAC (nakne, npaBa BsCo je apyra 3ajenHuduka yHYTpallla TAHI'€HTa KPyrosa k
n k,), P u Q nomupue tauke kpyrosa k u k, ca mysku BC, a D u E mpeceune tauke
npasux A1 By u A;Cy ca mpasom ByCy. Ilpema BenukoMm 3amatky, A; je cpenumre Iy:Ku
PQ, u A1P = A1Q = |b — ¢|/2. Tlpu uuBep3uju ca meHTpoM y A; U IOIyIPEYHUKOM
AP, kpyrosu k u k, he ce mpecnukaru y cebe. Ojnepos kpyr caup:ku taduxy A; koja
je meHTap wHBEp3Uje, ma he ce MpecauKaTu y MpaBy, W IPEOoCcTaje ma MOKaKeMO na je Ta
npaBa 3ajeJHUUYKA TAHT'€HTa Kpyrosa k u k.

Ilorkazahemo ma ce mpu HaBemeHoj mHBep3uju tauke B; m Ch mpeciukaBajy y D u E.
Younmo rtaury K, cpemumre myxku CCy. Taurka K npunana npasoj A1Bi, m A1 K =
BC3/2 = |b—¢|/2 = A P. 3arum, A1D : AyK = BCy : BA = A1K : A1 B;, 1o jecr
A\D-A B, = A K? = A, P2. Amanorso ce nokasyje ma je A1 E-A,C; = A, P?2. O

. IIpumennmo uuBep3ujy ca nearpom y A. IHomohy dpopmyie (1) IItomomejeBa HejenHAKOCT

ce TpaHCPOPMHUIIE Yy HEjeITHAKOCT

7“2 7‘2 7,2 7“2 7.2 T2

A5 a0 ap- S P T ap A acs B¢

a0 A ap- PP

OIHOCHO, mocJyie cpebuBama, y

B*C* 4+ C*D* > B*D*.

OBO je HejemHAKOCT TPOYIaa, T€ MIPEOCTAje CAMO Aa PA3MOTPUMO CIIyYajeBe jeTHAKOCTH.
JemnakocT Baskm ako u caMo ako cy B*, C*, D* ronuneapue tauke Takse na je C* usmeby
B* u D*. Vckasyjyhu taj ycnoB y TepmuauMa moaasuux tadaka A, B, C, D, mobujamo
yIpaBO yCJOB KOju je HaBedeH y TBphemy 3amaTtka. [

. NuBep3uja ¢ s ocTraBba ¢purcupanuMm tauke D n E, na je cauka kpyra CDE npasa DE.

Osnauumo ca P u @ nomupue tauke npasux AC u BC ca npunucanuMm Kpyrom kg Tpoyriaa
ABC umacunpam temena C. Ilpema Benukom 3amatky, CP = CQ = s, na cy u Tauke P u Q)
(¢UKCHE, OIHOCHO MPUIMCAHU KPYT HacnpaMm temeHna C' je OpTOroHAJNaH Ha KPYT MHBEp3WUje,
ma u oH ocraje Hemokperan. Ocraje ma ce nmpumMeru na npasa DE mnomupyje kpyr ko, na
Ce U BUXOBE CIUKE y WHBEP3Uju AOIUPY]y, YnMe je Joka3aHo TBpheme 3amarka. [

. Ilpumenumo wmuBep3ujy ca mearpoMm y A: rtauke B m C ce mnpecaurasajy y B* u C*,

IOJIYKPYTOBU W U Wi C€ IPECIUKABAjy y HOJIynpaBe w* U wj HOpMaJHe Ha npaBy B*C*, a
wg Ce IPeCINKaBa y NMOIYyKPYT w; Ha npeunukoM B*C*. Kpyrosu k; nomupyjy mebycobuo
mapaJjiesiHe MOJIyIpaBe w* 1 wj, ma cy CBU UCTOT MOJIYIPEYHUKA I'* jeJHAKOT HOJIYIPEYHUKY
monyKpyra wi. Bummumo u ma je pacrojame meHTpa kpyra di on upase B*C* jemmaxo
d} = 2nr*. Canma npuMeHHMO TBpDeme HaBeIEHO Yy TEOPHUjCKOM YBOLY, IO KOME MOCTOjU
XOMOTeTHja ca IeHTPOM y A Koja mpecauxasa kpyr k) y kpyr k,. AKO je KoepunujeHT Te
xomoreruje k, oHxa je d, = kd, u r, = kr*, na je d,/r, = d}/r* = 2n, mwro je Tpebaio
nokaszaTu. [

Nusepsujom ca mentpom y A, tauke B, C' u M ce npecnukaBajy y tauke B*, C* u
M*. Tlomohy ¢opmyre (2), ycaos 3amatka Tpancdpopmumemo y LAC*M* — LAC*B* =
/AB*M* — ZAB*C*, omaocuo L/ M*C*B* = /M*B*C*. Ilakne, tpoyrao B*C*M* je jen-
HakOKpaku, u B*M* = C*M*. Cana, uzjemnauasameMm ¢opmyna (1) 3a myssm B*M* un
C*M*, mobujamo

7"2 T2

aB-an M= Ao an
onuocuo BM/AB = CM/AC, wro je Tpebano mokazaru. [

CM,
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[Tpumenumo naBep3ujy ca nerrpoM y 1. OcraBbaMo YMTAONY & KOHCTPYUIIE MHBEP3UBHY
caury. IIpmMmerumo caMo ma ce ycioB ma je I meHTap yOUCAHOT Kpyra TpaHCHOpMUIIE Y
ycinos na cy kpyrosu AjAj I nctux momynpeunmka. (3amrTo? YKOIMKO je pacTojame
tauke I on mpaBe XY jemHako r, a HOJynpeYyHUK MHBep3uje je R, oHma je IpedyHuK Kpyra
IX*Y* jemmax R?/r) Cana uckopuctumo caenehe jemmoctaBHo TBpheme, Koje umTasan
Moke caMm mokasatu: Axro cy ki, ko, k3 Tpu Kpyra Koju camp:ke UCTYy Tauky [, TaxkBu
Ia ce HUKOja IBa OX BUX HE JOMUDPY]Y, OHAA CY BUXOBU HEHTPU KOJIUHEAPHU AKO U CaMO
aKO TIOCTOJU jOII jemHa 3ajenHuuka tauvka J # I mpeceka oBa Tpu Kpyra.” Y UHBEP3UBHO]
CJIMIM, OBO 3HAYM 13 je HAll 33JaTak Oa JokaxkeMo na ce upase A}BY, A3Bj, A5B; ceky
y jeAHOj TadKH.

Ila 6u 0BO BasKMIIO, HOBOJLHO je ma Tpoyriosu AjA5A5 u BY B3 B; 6yny XOMOTETHUYHU, TO

ject ma muxose oarosapajyhe crpanunie 6yny napanenne. O3naummo ca P} mentap kpyra
A7 AT I, a ca QF moanoxje HopMmadsie u3 [ Ha crpamuny P, P ,. Jlako ce morasyje na

AjA; =2Q1Q3 = —Pr Py

Taxobe, momrro cy kpyrosu Aj A}, | I uctux monynpeunuka, Py Py ||Bf By, ma nu A7 A3||BfB;.
O

[Mprmenumo mHBep3ujy y omHocy Ha ymucanu kpyr k tpoyraa ABC. Tauke M, N, P
Cy HENOKpeTHe npu OBOj mHBep3uju. Taurke A*, B*, C* cy cpemumra nysku NP, PM,
MN. 3ato ce onucanu kpyr | tpoyria ABC upecaukasa y [*, OjaepoB Kpyr Tpoyria
MNP. Osuauumo tentap ynucasnor kpyra tpoyraa ABC ca I, uentap kpyra [ ca O,
uentap kpyra l[* ca S, a opronenrap tpoyria MNP ca H. Wako ce nenrap O rpyra [
IpY MHBEP3UjU He IpeciukaBa y meHTap S kpyra [*, umak smamo ma npasa OS mposasu
kpo3 Taury I, nenrap unBep3uje. akae, O € SI. ITocmarpajmo canma tpoyrao MNP: y
weMy je H oprouenrap, I menrap ommucanor kpyra, a S mearap OjiaepoBor kpyra, na H,
I, S nesxe ma Ojmeposoj mpasoj Tpoyraa MNP, omuocuo H € SI. VI3 no cama morazaHor
cnemu na cy tauke O, I, H konuaeapse, mro je tTpebaso moraszatu. [J

[Ipumenumo uaBep3ujy ca nearpom y A. Iloaykpyrosu k u [ ce npeciukaBajy y moJyIpaBe
k*, I* mopmaune Ha npaBy B*C*. Hopwmasna m xpo3 C' na npaBy AB ce mpeciukaBa y KpyT
m* wman npeunuxkoMm AC, a mpasa BT y wpyr AB*T*. Tepbhewe 3amaTka, uckasano y
VHBEP3UBHO] CJIMIN, TJIacU: moJymnpasa [* je tanrenra kpyra AB*T*.

Taj ycioB je mcnymen ako u camo ako je C*T*2 = C*B* . C*A* (oBaj yciaoB cMo mo-
Ouim uspadyHaBameM noreHnuje tauke C* y omsocy Ha Kpyr AB*T™). Ako o3Haummo
MONYyIPEYHUK Kpyra m* ca R, a moaynpedyHuk Kpyra w* ca 7, OUPEKTHO U3PAadyHABAMO
C*A* = 2R, C*B* = 2r. Ila 6ucmo uspauynaau gyskury C*T* oGesrexumo meHTap Kpyra
m* ca U, nenrap kpyra w* ca V, u noguosxje nopmaie u3 V wa B*C* ca W. Y npasoyriom
rpoyray UVW je UV =R+ru UW =SC* —UC* =R —r. 3aro je

C'T* =UV? —UW? = (R+7)* = (R=7r)* =4Rr = C"A" - C"B".0J



